
まず,上においてにおいて 10進法で表記したときの末尾を考えることはで表記したときの末尾を考えることは表記したときの末尾を考えることはしたときの末尾を考えることは末尾を考えることはを考えることは考えることはえることは,言い換えればい換えればえれば mod 10k で表記したときの末尾を考えることは考えることはえていることに等
しい.そこで表記したときの末尾を考えることはこれを考えることは一般化しし modq で表記したときの末尾を考えることは考えることはえることにする.（ q は正の整数）の末尾を考えることは整数）

下図はは an を考えることは mod q で表記したときの末尾を考えることは考えることはえたときの末尾を考えることは循環周期の表であるの末尾を考えることは表で表記したときの末尾を考えることはある.（ q は素数とは限らない）らない）
横線のところは循環部分がの末尾を考えることはところは循環部分がが 0,0,0,・・・となるところで表記したときの末尾を考えることはある.この末尾を考えることは場合は自明な循環の場合であるは自明な循環の場合であるな循環の末尾を考えることは場合は自明な循環の場合であるで表記したときの末尾を考えることはある.

まず,どの末尾を考えることはような a と q の末尾を考えることはときに循環するかということと,自明な循環の場合であるで表記したときの末尾を考えることはない循環（0,0,0,・・・で表記したときの末尾を考えることはない循環）が現れるのれるの末尾を考えることは
はどの末尾を考えることはようなときかについて整理しておくしておく.

表を考えることは観察するとすると,任意のの末尾を考えることは a ,q に対してして an(mod p) は循環している.また q が素数の末尾を考えることはときに限らない）れば,
a≠q ならば自明な循環の場合であるで表記したときの末尾を考えることはない循環を考えることはもっていると推測されるされる.
実はは q が合は自明な循環の場合である成数の末尾を考えることはときも含めて次が成り立つめて次が成り立つが成り立つ立つつ.

【定理しておく３】 q を考えることは必ずしも素数ではないとしずしも素数で表記したときの末尾を考えることははないとし, a を考えることは正の整数）の末尾を考えることは整数とする.　

　この末尾を考えることはとき任意のの末尾を考えることは a ,q に対してして an(modq) は循環する.
　自明な循環の場合であるな循環かそうで表記したときの末尾を考えることはないかは次が成り立つの末尾を考えることはようにして判定される.

　十分が大なる数なる数 m に対してして, q と am の末尾を考えることは共通因数で表記したときの末尾を考えることは q を考えることは除したものをしたもの末尾を考えることはを考えることは q ' とする.

q '=1 ならば an(mod q) は自明な循環の場合であるな循環で表記したときの末尾を考えることはあり立つ,

q '≠1 ならば an(modq) は自明な循環の場合であるで表記したときの末尾を考えることはない循環で表記したときの末尾を考えることはある.

（証明な循環の場合である） (a ,q ')=1 で表記したときの末尾を考えることはあるから,オイラーの定理よりの末尾を考えることは定理しておくより立つ aφ (q ' )≡1(mod q ') が成り立つ立つつ.

したがって, L を考えることは法で表記したときの末尾を考えることは q ' に関するする a の末尾を考えることは位数とすれば, aL≡1(modq ' ) が成り立つ立つつ.・・・①

次が成り立つに al+L≡a l(modq) が成り立つ立つつと仮定する.ただし l≥1 とする.
これより立つ al+L−a l=q×N （Nは整数）とおける.
変形してして, al(aL−1)=q×N
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仮定より立つ q が q ' になるまで表記したときの末尾を考えることは,両辺をを考えることは a の末尾を考えることは素因数で表記したときの末尾を考えることは割れるだけ割ればれるだけ割れるだけ割ればれば
c⋅ag(aL−1)=q '×N の末尾を考えることは形してになる.ここで表記したときの末尾を考えることは c は a の末尾を考えることは約数の末尾を考えることはいくつかの末尾を考えることは積であるで表記したときの末尾を考えることはある.
除したものをし方よりより立つ (a ,q ')=1 で表記したときの末尾を考えることはあり立つ,仮定から (c , q ')=1 で表記したときの末尾を考えることはある.
この末尾を考えることはように循環があると仮定すると,上において記したときの末尾を考えることはの末尾を考えることは数 c を考えることは得るる.この末尾を考えることは c を考えることは用いていて,①式を以下のように変形するを考えることは以下の末尾を考えることはように変形してする.

①より立つ aL≡1(mod q ' ) が成り立つ立つっていたから, aL−1=q '×N
両辺をに c を考えることは掛けてけて, c (aL−1)=q '×N （なぜなら (c , q ')=1 ）

両辺をに
q
q '
を考えることは掛けてけて, ah(aL−1)=q×N （ h≥1 ）

ゆえに ah+L≡ah(modq) となる.この末尾を考えることはことから an(modq) は自明な循環の場合であるな循環も含めて次が成り立つめて循環することが示されたされた.
ah は循環の末尾を考えることは始まりを表すまり立つを考えることは表す.
ここで表記したときの末尾を考えることは q '=1 で表記したときの末尾を考えることはあれば,上においての末尾を考えることは計算からから an(mod q) はある自然数 n 以上においてにおいて,法で表記したときの末尾を考えることは q に関するして 0に
合は自明な循環の場合である同であることを意味するで表記したときの末尾を考えることはあることを考えることは意の味するする.したがってこれは自明な循環の場合であるな循環を考えることは表し, q '≠1 で表記したときの末尾を考えることはあれば,自明な循環の場合であるで表記したときの末尾を考えることはない循環の末尾を考えることは場合は自明な循環の場合であるとな
る.（終）

【定義】

ある l≥1 が存在してして al+M≡al(mod q) （ M≥1 ）が成り立つ立つつような M の末尾を考えることは最小値をを考えることは

an(mod q)(n=1,2,3,⋯) の末尾を考えることは循環周期の表であるといい,記したときの末尾を考えることは号でで表記したときの末尾を考えることは f (a ,q) で表記したときの末尾を考えることは表す.

f (a ,q)=f (a+q ,q) が成り立つ立つつことは二項定理しておくより立つ明な循環の場合であるらかで表記したときの末尾を考えることはある.

定理しておく３の末尾を考えることは証明な循環の場合である中より次が成り立つより立つ次が成り立つが成り立つ立つつ.

【系１】　 q ' を考えることは定理しておく３で表記したときの末尾を考えることは定めたもの末尾を考えることはとすると, f (a ,q ') は法で表記したときの末尾を考えることは q ' に関するする a の末尾を考えることは位数に等しい.

【系２】 (a ,q)=1 ならば a f (a , q)≡1(modq) が成り立つ立つつ.

【系３】 q を考えることは必ずしも素数ではないとしずしも素数で表記したときの末尾を考えることははない数とし, a を考えることは正の整数）の末尾を考えることは整数とする. q ' を考えることは定理しておく３で表記したときの末尾を考えることは定めたもの末尾を考えることはとする.
この末尾を考えることはときで表記したときの末尾を考えることは f (a ,q)= f (a ,q ' ) あり立つ,これは法で表記したときの末尾を考えることは q ' に関するする a の末尾を考えることは位数に L に等しい.

（例） f (12,34)=f (12,17)
　　　 f (18,33)=f (18,11)=f (7,11)=10
　　　 f (6,30)=f (6,5)=f (1,5)=1

（証明な循環の場合である）系１について：
L を考えることは法で表記したときの末尾を考えることは q ' に関するする a の末尾を考えることは位数とする.

f (a ,q ') の末尾を考えることは定義より立つ, al+f (a ,q ')≡al(modq ' ) で表記したときの末尾を考えることはあるから,変形してして

al(af (a ,q ')−1)=q '×N （ N :整数）. (a ,q ')=1 で表記したときの末尾を考えることはあるから a f (a , q ')≡1(mod q ' )
ゆえに, L≤f (a ,q ')
定理しておく３の末尾を考えることは証明な循環の場合である中より次が成り立つより立つ aL≡1(mod q ' ) .ゆえに aL−1=q '×N （ N :整数）.

したがってある自然数 l に対してして al+L≡a l(modq ' ) .ゆえに f (a ,q ')≤L .
以上においてにより立つ, L= f (a ,q ' ) （終）
系２について:
(a ,q)=1 で表記したときの末尾を考えることはあるから q=q ' で表記したときの末尾を考えることはある.したがって系１より立つ f (a ,q) は法で表記したときの末尾を考えることは q に関するする a の末尾を考えることは位数に等し
い.ゆえに成り立つ立つつ.（終）
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系３について:

定理しておく３の末尾を考えることは証明な循環の場合である中より次が成り立つの末尾を考えることは ah+L≡ah(mod q) と系１より立つ ah+f (a ,q ' )≡ah(mod q) .したがって最小性よりより立つ
f (a ,q ')≥f (a,q) で表記したときの末尾を考えることはある.

一方より,循環周期の表であるの末尾を考えることは定義より立つ, al+f (a ,q)≡al(modq) で表記したときの末尾を考えることはあるが,定理しておく３と同であることを意味するじように変形してして,

c⋅ag(a f (a , q)−1)=q '×N となり立つ, a f (a , q)≡1(modq ' ) が成り立つ立つつ.
よって循環周期の表であるの末尾を考えることは最小性よりより立つ f (a ,q)≥f (a ,q ') が成り立つ立つつ.
以上においての末尾を考えることは２式を以下のように変形するより立つ f (a ,q)= f (a ,q ' ) が成り立つ立つつ.（終）

以下で表記したときの末尾を考えることはは,この末尾を考えることは表から一般的な性質を抽出しな性より質を抽出しを考えることは抽出しし,それらの末尾を考えることは性より質を抽出しを考えることは使ってこれらの表に現れた数をできる限り復元するってこれらの末尾を考えることは表に現れるのれた数を考えることはで表記したときの末尾を考えることはきる限らない）り立つ復元するする
という課題を設定し挑戦したを考えることは設定し挑戦したした.また同であることを意味する時に循環周期の表にひそむ性質についてもできる限り考えていくことにしたに循環周期の表であるの末尾を考えることは表にひそむ性質についてもできる限り考えていくことにした性より質を抽出しについてもで表記したときの末尾を考えることはきる限らない）り立つ考えることはえていくことにした.

（課題を設定し挑戦した１）循環周期の表であるの末尾を考えることは表にひそむ性質についてもできる限り考えていくことにした一般的な性質を抽出しな性より質を抽出しを考えることは求めるめる.
（課題を設定し挑戦した２）簡単な数の場合の循環周期の値を使ってな数の末尾を考えることは場合は自明な循環の場合であるの末尾を考えることは循環周期の表であるの末尾を考えることは値をを考えることは使ってこれらの表に現れた数をできる限り復元するって,複雑な数の場合の循環周期を求める方法の追求な数の末尾を考えることは場合は自明な循環の場合であるの末尾を考えることは循環周期の表であるを考えることは求めるめる方より法で表記したときの末尾を考えることはの末尾を考えることは追求める.

まず,表を考えることは観察するとすると,次が成り立つの末尾を考えることは性より質を抽出しが成り立つ立つつことが予想されるされる.

【定理しておく４】
p を考えることは素数とする.次が成り立つの末尾を考えることは性より質を抽出しが成り立つ立つつ.
（性より質を抽出し１） a が p の末尾を考えることは原始まりを表す根のときの末尾を考えることはとき, f (a , p) は {f (a , p): a∈N } の末尾を考えることは中より次が成り立つの末尾を考えることは最大なる数値をを考えることは与えるえる.
その末尾を考えることは値をは φ( p)=p−1 で表記したときの末尾を考えることはある.（逆も成り立つ）も成り立つ立つつ）
（性より質を抽出し２） q は素数とは限らない）らない整数とし, (b , q)=1 とする.この末尾を考えることはとき, f (b , p) は
φ(q) の末尾を考えることは約数で表記したときの末尾を考えることはある.（これは b が q の末尾を考えることは原始まりを表す根のときで表記したときの末尾を考えることはなくても成立つする.）
（性より質を抽出し３） f (1,a)=1 , f (a−1,a)=2 が成り立つ立つつ.

性より質を抽出し２の末尾を考えることは例：
q=27 の末尾を考えることは場合は自明な循環の場合である

27=33
で表記したときの末尾を考えることはあるの末尾を考えることはで表記したときの末尾を考えることは φ(33)=33−1(3−1)=9×2=18

一方より,最大なる数周期の表であるは原始まりを表す根のときが 2 で表記したときの末尾を考えることはあることから最大なる数周期の表であるは表より立つ 18 で表記したときの末尾を考えることはある.この末尾を考えることはことから,この末尾を考えることは結果は最良のは最良のの末尾を考えることは
結果は最良のと言い換えればえる.

q=6 の末尾を考えることは場合は自明な循環の場合である

q=6 と互いに素な数はいに素な数は 1,5,・・・などで表記したときの末尾を考えることはあり立つ,Excelの末尾を考えることは計算からからわかるように,循環部分がに 1 が現れるのれている.こ
の末尾を考えることはときの末尾を考えることは周期の表であるは 1 または 2 で表記したときの末尾を考えることはある.具体的な性質を抽出しには
周期の表であるが 1 の末尾を考えることはもの末尾を考えることはは a=1,7,13,19 ,・・・
周期の表であるが 2 の末尾を考えることはもの末尾を考えることはは a=5,11,17,23 ,・・・
確かに周期はかに周期の表であるは φ(6)=2 の末尾を考えることは約数となっている.

q=15 の末尾を考えることは場合は自明な循環の場合である

q=15 と互いに素な数はいに素な数は 1,2,4,7,8,11,13,14,16,17,・・・などで表記したときの末尾を考えることはあり立つ,Excelの末尾を考えることは計算からからわかるように,循環部分がに
1 が現れるのれている.この末尾を考えることはときの末尾を考えることは周期の表であるは 1,2,4 で表記したときの末尾を考えることはある.
具体的な性質を抽出しには
周期の表であるが 1 の末尾を考えることはもの末尾を考えることはは a=1,16 ,・・・
周期の表であるが 2 の末尾を考えることはもの末尾を考えることはは a=4,11,14 ,・・・
周期の表であるが 4 の末尾を考えることはもの末尾を考えることはは a=2,7,8,13,17 ,・・・
確かに周期はかに周期の表であるは φ(15)=8 の末尾を考えることは約数となっている.

性より質を抽出し３はよく知られた性質であるられた性より質を抽出しで表記したときの末尾を考えることはある.
これらの末尾を考えることは性より質を抽出しを考えることは証明な循環の場合であるする.準備として次の定理が成り立つことを確認しておくとして次が成り立つの末尾を考えることは定理しておくが成り立つ立つつことを考えることは確かに周期は認しておくしておく.いずれもよく知られた性質であるられた事実はで表記したときの末尾を考えることはあるの末尾を考えることは
で表記したときの末尾を考えることは証明な循環の場合であるは略すす.
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【定義】（原始まりを表す根のとき）
（１）　 p を考えることは素数とする. a (0≤a≤ p−1) が p の末尾を考えることは原始まりを表す根のときで表記したときの末尾を考えることはある
　　⇔ a を考えることは p−1 乗すると初めてすると初めてめて 1 と mod p で表記したときの末尾を考えることは合は自明な循環の場合である同であることを意味するになる.

p は必ずしも素数ではないとしずしも素数で表記したときの末尾を考えることはなくともよいが,その末尾を考えることは場合は自明な循環の場合であるは次が成り立つの末尾を考えることはようになる.

（２）　 a (0≤a≤p−1) が p の末尾を考えることは原始まりを表す根のときで表記したときの末尾を考えることはある
　　⇔ a を考えることは φ( p) 乗すると初めてすると初めてめて 1 と mod p で表記したときの末尾を考えることは合は自明な循環の場合である同であることを意味するになる.

【定理しておく】（原始まりを表す根のとき定理しておく）
p を考えることは素数とする.任意のの末尾を考えることは素数 p に対してして原始まりを表す根のとき a が存在してする.また奇数素数べきの末尾を考えることは原始まりを表す根のときも存在してする.
（原始まりを表す根のときの末尾を考えることは性より質を抽出し）
（１） p を考えることは素数とする.原始まりを表す根のときの末尾を考えることは定義より立つ, mod p で表記したときの末尾を考えることは考えることはえると

{a ,a2 , a3 ,⋯, ap−1}={1,2 ,3 ,⋯, p−1} で表記したときの末尾を考えることはあり立つ,これは巡回群であるで表記したときの末尾を考えることはある.（巡回群であるの末尾を考えることは生成元するは原始まりを表す根のとき）

（２）一般に p が素数とは限らない）らない場合は自明な循環の場合であるに,もし p の末尾を考えることは原始まりを表す根のときが存在してすれば, a を考えることは生成元するとする巡回群である
⟨a⟩ は p の末尾を考えることは既約剰余類群である（単な数の場合の循環周期の値を使って元する群である）になっている.（既約剰余類群であるとは 1 以上において p より立つ小さい整数で表記したときの末尾を考えることは,
p と互いに素な数はいに素で表記したときの末尾を考えることはあるもの末尾を考えることはなす群であるの末尾を考えることはこと）これを考えることは原始まりを表す根のときの末尾を考えることは定義とするもの末尾を考えることはもある.

（定理しておく４の末尾を考えることは証明な循環の場合である）以下, p は素数で表記したときの末尾を考えることはあるとする.したがって p の末尾を考えることは原始まりを表す根のときは存在してする.
〈性より質を抽出し１の末尾を考えることは証明な循環の場合である〉
mod p の末尾を考えることは値をの末尾を考えることは周期の表であるについて
p の末尾を考えることは原始まりを表す根のときの末尾を考えることは１つを考えることは a とすればmod pで表記したときの末尾を考えることは考えることはえて {a ,a2 , a3 ,⋯, ap−1}={1,2 ,3 ,⋯, p−1} で表記したときの末尾を考えることはあること
より立つ an の末尾を考えることは周期の表であるは p−1 となる.すなわち周期が周期の表であるが p−1 で表記したときの末尾を考えることはあるもの末尾を考えることはが必ずしも素数ではないとしず存在してする.
a が原始まりを表す根のときの末尾を考えることはときに周期の表であるが最大なる数になることは,一般の末尾を考えることは b に対してして,フェルマーの定理よりの末尾を考えることは小定理しておくにより立つ
bp−1≡1(mod p) が成り立つ立つつの末尾を考えることはで表記したときの末尾を考えることは,少なくともなくとも b の末尾を考えることは周期の表であるは p−1 以下となる.したがって, a が原始まりを表す根のとき
の末尾を考えることは場合は自明な循環の場合であるに周期の表であるが p−1 となることがわかっているの末尾を考えることはで表記したときの末尾を考えることは, a が p の末尾を考えることは原始まりを表す根のときで表記したときの末尾を考えることはあるときに循環周期の表であるが最大なる数と
なる.（終）

〈性より質を抽出し２の末尾を考えることは証明な循環の場合である〉

定理しておく３より立つ b ,b2 , b3 ,⋯ は循環するの末尾を考えることはで表記したときの末尾を考えることは,ある正の整数）の末尾を考えることは整数 m が存在してして, bm≡b (modq) で表記したときの末尾を考えることはある.ここで表記したときの末尾を考えることは仮
定より立つ (b ,q)=1 で表記したときの末尾を考えることはあるから bm−1≡1(mod q) で表記したときの末尾を考えることはある.したがって周期の表であるの末尾を考えることは中より次が成り立つに現れるのれる元するの末尾を考えることは集合は自明な循環の場合であるは巡回群であるを考えることは
なす. (b ,q)=1 の末尾を考えることは仮定から b∈(Z /qZ)×

で表記したときの末尾を考えることはあるから,この末尾を考えることは巡回群であるは q に関するする既約剰余類群である（単な数の場合の循環周期の値を使って元する群である）
(Z /qZ )× の末尾を考えることは部分が群であるで表記したときの末尾を考えることはある.ゆえに f (b ,q) は |(Z /qZ)×|=φ (q) の末尾を考えることは約数で表記したときの末尾を考えることはある.（終）

〈性より質を抽出し３の末尾を考えることは証明な循環の場合である〉

f (1,a)=1 については 1n≡1 (moda) となるの末尾を考えることはで表記したときの末尾を考えることは成り立つ立つつ.
f (a−1,a)=2 については,二項定理しておくより立つ (a−1)n≡(−1)n (mod a) で表記したときの末尾を考えることはあるから, n が奇数の末尾を考えることは時に循環周期の表にひそむ性質についてもできる限り考えていくことにした
−1 , n が偶数の末尾を考えることはとき 1 に合は自明な循環の場合である同であることを意味するになるの末尾を考えることはで表記したときの末尾を考えることは周期の表であるは 2 となる.よって成り立つ立つつ.（終）

性より質を抽出し１については,逆も成り立つ）にあたる次が成り立つの末尾を考えることは性より質を抽出しも成り立つ立つつ.

【定理しておく４】
p を考えることは素数とする.次が成り立つの末尾を考えることは性より質を抽出しが成り立つ立つつ.
（性より質を抽出し４） f (a , p)=φ( p) ならば, a は p の末尾を考えることは原始まりを表す根のときで表記したときの末尾を考えることはある.

（証明な循環の場合である）
(a , p)=1 で表記したときの末尾を考えることはあるから,定理しておく３の末尾を考えることは記したときの末尾を考えることは号でにおいて p=p ' .ゆえに系１により立つ法で表記したときの末尾を考えることは p' に関するする a の末尾を考えることは位数は
f (a , p)=φ( p)=p−1 に等しい.したがって ap−1≡1(mod p) .ゆえに定義により立つ a は p の末尾を考えることは原始まりを表す根のとき
で表記したときの末尾を考えることはある.（終）
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