
an(mod q) の循環周期について循環周期についてについて

石原　諭

参考文献[1]では 2n の循環周期について末尾の循環周期についての循環周期について循環周期についてについて,以下の性質について触れられているの循環周期について性質について触れられているについて触れられているれられている.完全な証明は載っな証明は載っ証明は載っは載っっ
ていな証明は載っかったため,証明は載っした.

【定理１】

2n （ n=1,2,3,⋯ ）の循環周期について下の性質について触れられている k桁は循環するは循環する.それは次の性質をもつの循環周期について性質について触れられているをもつ.
（性質について触れられている１） 2n の循環周期について下の性質について触れられている k桁は循環するは 2k から循環し,循環周期については 4⋅5k−1

である.
（性質について触れられている２）循環部分の最小値はの循環周期について最小値はは 2k であり,循環部分の最小値はは 2k の循環周期について整数倍であるである.
（性質について触れられている３）下の性質について触れられている k−1 桁は循環するが 2k の循環周期について倍である数でな証明は載っいときの循環周期について 10k−1

の循環周期について位はは 1,3,5,7,9 の循環周期について 5通りでありりであり,
　下の性質について触れられている k−1 桁は循環するが 2k の循環周期について倍である数であるときの循環周期について 10k−1

の循環周期について位はは 0,2, 4,6, 8 の循環周期について 5通りでありりである.

（証明は載っ）（性質について触れられている１）について
次の性質をもつの循環周期についてことを証明は載っすればよい.

2l+M≡2l (mod10k ) が成り立つと仮定するり立つと仮定するつと仮定する.ただし M≥1 , l ,k≥1
（１） M=4⋅5k−1

である.
（２）この循環周期についてような証明は載っ l の循環周期について中で最小のものはで最小の循環周期についてもの循環周期については l=k である.

（１）（２）より, 2n は 2k から循環が始まりまり,循環周期については M=4⋅5k−1
であることがわかる.

（証明は載っ）仮定より, 2l+M−2l=10k×N （Nは整数）とおける.変形してして
2l(2M−1)=10k×N ・・・①

ここで, l は l≥k でな証明は載っければな証明は載っらな証明は載っい.
な証明は載っぜな証明は載っら l=1,2,3,⋯, k−1 であるとすると,両辺をを 2l で割りり 2M−1=5l⋅10k−l×N とな証明は載っるが,
この循環周期についてとき左辺をは奇数であり,右辺をは偶数であるの循環周期についてで矛盾であるからであるであるからである.
①において両辺をを 2k で割りると 2l−k (2M−1)=5k×N

2l−k は 5k の循環周期について倍である数ではな証明は載っいから 2M−1 は 5k で割りり切れるれる.
ここで 2M の循環周期について１の循環周期について位はに着目するとすると,2, 4, 8, 6, 2, 4, ・・・と「2, 4, 8, 6」が循環する.
よって 2M−1 が 5k で割りり切れるれるためには M=4m （ m は整数）でな証明は載っければな証明は載っらな証明は載っい.

次の性質をもつに示すべきことはこのすべきことはこの循環周期について m が m=5k−1
であるということである.

m≥1 であるとする.
2l+4m≡2l (mod 10k ) が成り立つと仮定するり立つと仮定するつと仮定すると m=5k−1q と表されることを数学的帰納法により証明すされることを数学的帰納法により証明すにより証明は載っす

る.
k=1 の循環周期についてとき,仮定は 2l+4m≡2l (mod 10) である.したがって 2l+4m−2l=10×N すな証明は載っわち

2l(24m−1)=10×N である.
両辺をを 2で割りって 2l−1(24m−1)=5×N
よって 24m−1 は 5で割りり切れるれる.

24m−1=(4m)2−1=(4m+1)(4m−1)
ここでここで 4m の循環周期について１の循環周期について位はに着目するとすると,4, 6, 4, 6, ・・・と 4, 6が循環する.
したがって m は何でもよいでもよい.よって m=51−1×m と表されることを数学的帰納法により証明すされるの循環周期についてで成り立つと仮定するり立つと仮定するつ.
k の循環周期についてとき成り立つと仮定するり立つと仮定するつと仮定して, k+1 の循環周期についてとき成り立つと仮定するり立つと仮定するつことを示すべきことはこのす.
2l+4m≡2l (mod 10k+1) が成り立つと仮定するり立つと仮定するつと仮定する.
上と同様なやり方で変形していくと同様なやり方で変形していくな証明は載っやり方で変形していくで変形してしていく.

2l+4m−2l=10k+1×N
2l(24m−1)=10k+1×N
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両辺をを 2k+1
で割りって, 2l−k−1(24m−1)=5k+1×N

よって, 24m−1 は 5k+ 1
で割りり切れるれる.

したがって 24m≡1 (mod 5k+1)
ここで m=5k q+r と表されることを数学的帰納法により証明すす.（ r=1,2,3,⋯,5k−1 ）

この循環周期についてとき 24 (5k q+r )≡1 (mod 5k+1)
指数部分の最小値はは 4 (5k q+r)=4⋅5k q+4 r である.
ここで簡単な計算によりな証明は載っ計算によりにより, 24⋅5k−1

−1 は 5k で割りり切れるれることがわかる・・・①から
24⋅5k−1

−1=5k×A と表されることを数学的帰納法により証明すされる.すな証明は載っわち 24⋅5k−1

=5k×A+1
したがって 24 (5kq+r )=24⋅5kq+4 r=24⋅5kq×24r=24⋅5k−1⋅5q×24 r=(24⋅5k−1

)5q×24 r=(5k A+1)5q×24 r

ここで (5k A+1)5=(5k A)5+5k +1B+1=5k+1C+1 の循環周期について形してをしていることは,パスカルの三角形などからわかるの循環周期について三角形してな証明は載っどからわかる.
また, (5k +1 A+1)(5k +1B+1)=5k+1C+1 であることより,帰納的に (5k +1C+1)q=5k+1D+1 が成り立つと仮定するり立つと仮定するつか

ら, (5k A+1)5q≡1 (mod5k+1) とな証明は載っる.（A,B,C,Dは適当な整数）な証明は載っ整数）
したがって 24 (5k q+r )=(5k×A+1)5q×24 r≡1×24 r≡24 r≡16r (mod5k +1)

ここで 16r の循環周期について下の性質について触れられている２桁は循環するは 16,56,96,36,76,16,⋯ であるの循環周期についてで

24 (5k q+r )≡16r≡1 (mod 5k+1) より r=0 でな証明は載っければな証明は載っらな証明は載っい.
すな証明は載っわち m=5k q とな証明は載っる.
よって数学的帰納法により証明すにより

2l+4m≡2l (mod 10k ) が成り立つと仮定するり立つと仮定するつと仮定すると m=5k−1q と表されることを数学的帰納法により証明すされる.
よって M=4⋅5k−1q である.
ここでMは最小の循環周期について数であったから, M=4⋅5k−1

である.
また証明は載っ中で最小のものはより, l≥k であったから,（２）も成り立つと仮定するり立つと仮定するつ.

（①の循環周期について証明は載っについて）

24⋅5k−1

−1 は 5k で割りり切れるれること
（証明は載っ）

L=5k−1
とおく.

24⋅5k−1

−1=24L−1=42L−1=(4L+1)(4 L−1)
Lは奇数であるから, 4L−1≡(−1)L−1=−2 (mod 5) とな証明は載っるの循環周期についてで 4L−1 は 5で割りり切れるれな証明は載っい.
したがって 4L+1=45k−1

+1 が 5k で割りり切れるれることを証明は載っすればよい.数学的帰納法により証明すによる.
k=1 の循環周期についてとき 451−1

+1=4+1=5 な証明は載っの循環周期についてで成り立つと仮定するり立つと仮定するつ.
k=i の循環周期についてとき成り立つと仮定するり立つと仮定するつと仮定すると, 45i−1

+1≡0 (mod5 i) ゆえに 45i−1

=5 iN−1 と表されることを数学的帰納法により証明すせる.
k=i+1 の循環周期についてとき, 45i+1≡(45i−1

)5+1=(5iN−1)5+1=(5i+1M−1)+1=5i+1M≡0 (mod 5k+1)
ゆえに成り立つと仮定するり立つと仮定するつ.よって数学的帰納法により証明すにより成り立つと仮定するり立つと仮定するつ.（終）

（性質について触れられている２）の循環周期について前半についてについて

循環部分の最小値はは 2k(mod 10k) , 2k+1(mod 10k) , 2k+2(mod10k) ,・・・, 2k+4⋅5k−1−1(mod10k )
である.
ここである l に対してして, 2k+l(mod 10k)<2k(mod 10k ) であるとする.（ l=1,2,⋯,4⋅5k−1−1 ）

この循環周期についてときmodな証明は載っしで考えれば,ある c が存在してして, 0<2k +l−c⋅10k<2k が成り立つと仮定するり立つと仮定するっている.
この循環周期について両辺をを 2k で割りれば, 0<2l−c⋅5k<1 であるが,これを満たすような整数たすような証明は載っ整数 l ,k は存在してしな証明は載っい.
したがって矛盾であるからであるである.
すな証明は載っわち循環部分の最小値はの循環周期について最小値はは 2k(mod 10k) である.

（性質について触れられている２）の循環周期について後半についてについては,今の証明から循環部分はの循環周期について証明は載っから循環部分の最小値はは,ある c が存在してして, 2k+l−c⋅10k と表されることを数学的帰納法により証明すせたが,
変形してすると 2k+l−c⋅10k=2k (2l−c⋅5k) とな証明は載っり,これは 2k の循環周期について整数倍であるとな証明は載っっている.ゆえに成り立つと仮定するり立つと仮定するつ.
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（性質について触れられている３）について

性質について触れられている２の循環周期について結果からから, 2n の循環周期について下の性質について触れられている k桁は循環するは 2k の循環周期について倍である数であった.この循環周期についてことと, 2k⋅5k−1=2⋅10k−1
（これは 200・・・00

：0が k-1個の形）がの循環周期について形して）が 2k の循環周期について倍である数であることにより,次の性質をもつの循環周期についてことがしたがう.
（１）　下の性質について触れられている k−1 桁は循環するが 2k の循環周期について倍である数であるときの循環周期について k桁は循環する目するとの循環周期について数（ 10k−1

の循環周期について位は）は 0,2,4,6,8 の循環周期についていずれかでな証明は載っ

ければな証明は載っらな証明は載っい.
（２）　下の性質について触れられている k−1 桁は循環するが 2k の循環周期について倍である数でな証明は載っいときの循環周期について k桁は循環する目するとの循環周期について数（ 10k−1

の循環周期について位は）は 1,3,5,7,9 の循環周期についていずれかでな証明は載っ

ければな証明は載っらな証明は載っい.
以上と同様なやり方で変形していくにより成り立つと仮定するり立つと仮定するつ.（終）

これらの循環周期について性質について触れられているに興味をもったためをもったため,Excelを用いて計算したところいて計算によりしたところ,さらに次の性質をもつの循環周期についてような証明は載っ性質について触れられているを見つけることができたつけることができた.
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